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Аннотация

Выполнен расчёт проводимости тонкого слоя в случае неоднородного электрического поля. При
решении кинетического уравнения используются зеркально-диффузные граничные условия Фукса
при отражении носителей заряда. Рассмотрены предельные случаи, и проведено обсуждение полу-
ченных результатов.
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Abstract

The conductivity of a thin layer is calculated in the case of an inhomogeneous electric field. When
solving the kinetic equation, mirror-diffuse Fuchs boundary conditions are used for reflecting charge
carriers. The limiting cases are considered and the results are discussed.
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Введение
Современная микроэлектроника базируется на технологиях, в основе которых лежит применение

тонких проводящих пленок. В связи с этим становится принципиально важным развитие теоретических
методов описания их физических свойств.

Поскольку спектр практического применения тонких пленок охватывает, за редкими исключе-
ниями, все области техники, отдельно следует выделить изучение их проводящих свойств, когда при
достижении определенного значения размера они становятся уникальными. Это в первую очередь
обусловлено рассеянием носителей зарядов (электронов и дырок) на поверхностях пленки [1–9]. Так
как толщина пленки становится по порядку величины сравнима со средней длиной свободного пробега
носителей заряда (тонкий слой), то в ней начинают проявляться специфические резонансные эффекты,
которые, например, наблюдаются в поведении коэффициентов прохождения, отражения и поглощения
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при взаимодействии электромагнитного излучения с тонкой металлической пленкой [10]. Уникальность
тонких пленок заключается в том, что их электрическая проводимость значительно меньше проводи-
мости макроскопических образцов и носит осциллирующий характер во внешнем магнитном поле [5].
Таким образом, исследование данного обстоятельства имеет важное прикладное значение [11–13].

В данной статье мы пренебрегаем экранировкой внешнего поля внутри проводящего слоя, как
в [14], по причине того, что исследование этого вопроса является отдельной научной задачей [15],
однако учитываем фактор его неоднородности [10,16]. Последнее обстоятельство весьма существенно,
например, при решении задач о поверхностных плазмонах [17] и взаимодействии электромагнитной
волны с проводящими объектами [18].

1. Постановка задачи
Рассмотрим тонкий проводящий слой толщиной a, площадью поперечного сечения S и коэффици-

ентами зеркальности верхней 𝑞1 и нижней 𝑞2 поверхностей слоя. Пусть неоднородное электрическое поле,
например, поле плоской монохроматической электромагнитной волны, параллельно слою и направлено
вдоль оси X. Ось Z имеет направление вверх и вглубь тонкого слоя. Тогда

E = E0 exp(𝑖𝑘𝑦 − 𝑖𝜔𝑡), (1)

где 𝜔 – частота электрического напряжения, приложенного к проводящему слою, 𝑘 – волновое число.

Верхняя оценка для толщины плёнки, удовлетворяющей постановке задачи следует из условия
её малости по сравнению с отношением скорости света к плазменной частоте носителей заряда, что с
физической точки зрения есть толщина скин-слоя, являющаяся глубиной проникновения электромаг-
нитного излучения в проводник (численная оценка даёт величину порядка 1 мкм). Нижняя оценка для
толщины проводящей плёнки следует из того, что она должна быть много больше характерной волны
де-Бройля носителей заряда (численная оценка даёт величину порядка 10 нм).

Кроме того, толщина слоя 𝑎, безусловно, должна быть мала по сравнению с длиной волны 𝜆
независимо от частоты, 𝑎 ≪ 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔, так что поле падающей волны можно рассматривать как
однородное по толщине слоя (дипольное приближение) [19].

Представим функцию распределения электронов (дырок) в виде 𝑓(v, 𝑧, 𝑡) = 𝑓0 (𝜀) + 𝑓1(v, 𝑧, 𝑡),
где 𝑓1 (v, 𝑧, 𝑡) = 𝑓1 (v, 𝑧) 𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑘𝑦 − 𝑖𝜔𝑡), и будем искать ее как решение кинетического уравнения
Больцмана [20]:

𝑒 𝑣𝑥𝐸
𝜕𝑓0
𝜕𝜀

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑓1
𝜕𝑧

− 𝑖𝜔𝑓1 + 𝑖𝑘𝑣𝑦𝑓1 = −𝑓1
𝜏
, (2)

где 𝑒 – заряд электрона (дырки), 𝑣𝑧, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 – соответствующие проекции вектора их скорости на
координатные оси, 𝜏 – время релаксации электрона (дырки), 𝜀 = 𝑚𝑣2/2 – кинетическая энергия
электрона (дырки), 𝑣 – модуль вектора скорости электрона (дырки) v, 𝑚 – эффективная масса
электрона (дырки).

Здесь
𝑓0 = (1 + exp ((𝜀− 𝜇) /𝑘𝑏𝑇 ))

−1
, (3)

𝜕𝑓0
𝜕𝜀

= − exp ((𝜀− 𝜇) /𝑘𝑏𝑇 )
(︁
(exp ((𝜀− 𝜇) /𝑘𝑏𝑇 ) + 1)

2
𝑘𝑏𝑇

)︁−1

, (4)

где 𝜇 – химический потенциал, 𝑘𝑏 – постоянная Больцмана, – абсолютная температура.

2. Расчет проводимости
Функция распределения, удовлетворяющая (2), имеет вид:

𝑓1 = − 𝑒𝐸𝑣𝑥
𝜏−1 − 𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑣𝑦

𝜕𝑓0
𝜕𝜀

(︂
𝜙(v) exp

(︂
−𝑧(𝜏−1 − 𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑣𝑦)

𝑣𝑧

)︂
+ 1

)︂
, (5)

⎧⎨⎩ 𝑓+
1 (𝑣𝑧, 0) = 𝑞1𝑓

−
1 (−𝑣𝑧, 0),

𝑓−
1 (−𝑣𝑧, 𝑎) = 𝑞2𝑓

+
1 (𝑣𝑧, 𝑎).

(6)
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Здесь (6) зеркально-диффузные граничные условия при отражении носителей заряда от поверх-
ностей слоя.

Запишем (5) в виде:

⎧⎨⎩ 𝑓+
1 = 𝐴(1 + 𝜙+(𝑣𝑧) exp(−𝑧𝛾/𝑎)),

𝑓−
1 = 𝐴

(︁
1 + 𝜙−(𝑣𝑧) exp

(︁
−(𝑧−𝑎)𝛾

𝑎

)︁)︁
,

(7)

где 𝐴 = − (𝑒𝐸𝑣𝑥/𝑣) 𝑓
′
0(𝜀) , 𝑣 = 1/𝜏 − 𝑖(𝜔 − 𝑘𝑣𝑦), 𝛾 = 𝑎𝑣/𝑣𝑧.

Подставим (7) в (6): ⎧⎨⎩ 1 + 𝜙+(𝑣𝑧) = 𝑞1(1 + 𝜙−(−𝑣𝑧) exp(−𝛾)),

1 + 𝜙−(−𝑣𝑧) = 𝑞2(1 + 𝜙+(𝑣𝑧) exp(−𝛾)).
(8)

Решая систему (8), получим:⎧⎨⎩ 𝜙+(𝑣𝑧) =
𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) ,

𝜙−(𝑣𝑧) =
𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)

exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) .
(9)

Плотность тока j выражается через концентрацию электронов (дырок) 𝑛:

j = 2𝑒
(︁𝑚
ℎ

)︁3 ∫︁
v𝑓1 𝑑

3v, (10)

𝑛 = 8𝜋
(︁𝑚
ℎ

)︁3
𝐼0, где 𝐼0 =

∞∫︁
0

𝑣2𝑑𝑣

1 + exp (((𝑚v2/2)− 𝜇) /𝑘𝑏𝑇 )
, (11)

где ℎ – постоянная Планка.

Для дальнейших расчётов перейдём от 𝑣 к 𝑢 следующим образом:

𝑢 =
𝜀

𝑘𝑏𝑇
=

𝑚v2

2𝑘𝑏𝑇
⇒ v =

√︂
2𝑘𝑏𝑇𝑢

𝑚
,

𝑑𝑢 =
𝑚

2𝑘𝑏𝑇
2v𝑑v =

𝑚

𝑘𝑏𝑇

√︂
2𝑘𝑏𝑇𝑢

𝑚
𝑑v ⇒ 𝑑v =

𝑘𝑏𝑇

𝑚

√︂
𝑚

2𝑘𝑏𝑇

𝑑𝑢√
𝑢
=

√︂
𝑘𝑏𝑇

2𝑚

𝑑𝑢√
𝑢
.

Тогда (11) примет вид:

𝑛 = 4𝜋
(︁𝑚
ℎ

)︁3√︃(︂2𝑘𝑏𝑇

𝑚

)︂3

𝐼0, где 𝐼0 =

∞∫︁
0

𝑑𝑢

𝑢−1/2 (1 + exp (𝑢− 𝑢𝜇))
, (12)

здесь 𝑢𝜇 = 𝜇/𝑘𝑏𝑇 – обезразмеренный химический потенциал.

Плотность тока j и локальную проводимость слоя 𝜎 определяем стандартным образом в сфериче-
ской системе координат в пространстве скоростей (𝑣, 𝜃, 𝜙), где 𝜃, 𝜙 – полярный и азимутальный углы, 𝑣
– модуль вектора скорости электрона (дырки), 𝑣𝑧 – полярная ось; где 𝑣𝑥 = 𝑣 sin(𝜃) cos(𝜙), 𝑣𝑧 = 𝑣 cos(𝜃),
𝑣𝑦 = 𝑣 sin(𝜃) sin(𝜙). Для плотности тока имеем:

𝑗𝑥(𝑧) = 2𝑒
(︁𝑚
ℎ

)︁3 ∫︁ ∞

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑣3 cos(𝜙)

(︃∫︁ 𝜋/2

0

sin2(𝜃)𝑓+
1 (𝑣𝑧)𝑑𝜃 +

∫︁ 𝜋

𝜋/2

sin2(𝜃)𝑓−
1 (𝑣𝑧)𝑑𝜃

)︃
𝑑𝜙𝑑𝑣. (13)

Из выражения (12) выразим
(︀
𝑚
ℎ

)︀3
= 𝑛

4𝜋𝐼0

(︀
2𝑘𝑏𝑇
𝑚

)︀−3/2
и подставим в (13), учитывая, что плотность

тока 𝑗𝑥(𝑧) = 𝜎𝐸:

6
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𝜎 = 𝑛𝑒2

2𝜋𝐼0

(︀
2𝑘𝑏𝑇
𝑚

)︀−3/2 1
𝑘𝑏𝑇

∞∫︀
0

2𝜋∫︀
0

𝑣3 cos(𝜙)

(︃
𝜋/2∫︀
0

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) ×

× exp(−𝛾𝜉)) 𝑑𝜃 +
𝜋∫︀

𝜋/2

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)

exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) exp (−𝛾(𝜉 − 1))
)︁
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝜙𝑑𝑣,

(14)

где 𝐴 = 𝑣 sin(𝜃) cos(𝜙)
𝑣

exp[((𝑚v2/2)−𝜇)/𝑘𝑏𝑇 ]
(1+exp[((𝑚v2/2)−𝜇)/𝑘𝑏𝑇 ])2𝑘𝑏𝑇

, 𝑣 = 𝜏−1 − 𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑣 sin(𝜃) sin(𝜙), 𝛾 = 𝑎𝑣/𝑣 cos(𝜃), 𝜉 = 𝑧/𝑎 -
безразмерная координата внутри тонкого слоя.

Выполним обезразмеривание переменных:

𝐴 =
𝑎
𝑣 𝑣 sin(𝜃) cos(𝜙)

𝑣 𝑎
𝑣

exp
[︀(︀
(𝑚v2/2)− 𝜇

)︀
/𝑘𝑏𝑇

]︀
(1 + exp [((𝑚v2/2)− 𝜇) /𝑘𝑏𝑇 ])

2
𝑘𝑏𝑇

,

𝑣
𝑎

𝑣
=

𝑎

𝜏𝑣
− 𝑖𝜔

𝑎

𝑣
+ 𝑖𝑘

𝑎

𝑣
𝑣 sin(𝜃) sin(𝜙) = ∆− 𝑖Ω+ 𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙).

Тогда выражение для 𝐴 примет вид:

𝐴 =
𝑎 sin(𝜃) cos(𝜙)

∆− 𝑖Ω+ 𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

exp (𝑢− 𝑢𝜇)

(1 + exp (𝑢− 𝑢𝜇))
2
𝑘𝑏𝑇

,

здесь Ω = 𝑎𝜔/𝑣, 𝜅 = 𝑘𝑎 – соответственно безразмерные частота и параметр неоднородности электриче-
ского поля, 𝛾 = Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

cos(𝜃) , ∆ = 𝑎/𝜏𝑣 – безразмерная частота объёмных столкновений носителей
зарядов.

Тогда локальная проводимость слоя:

𝜎 = 𝑛𝑒2𝑎
2𝜋𝐼0

(︀
2𝑘𝑏𝑇
𝑚

)︀−3/2 1
𝑘𝑏𝑇

∞∫︀
0

2𝜋∫︀
0

(︀
2𝑘𝑏𝑇
𝑚

)︀3/2
𝑢3/2 cos(𝜙)×

×

(︃
𝜋/2∫︀
0

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) exp(−𝛾𝜉)
)︁
𝑑𝜃+

+
𝜋∫︀

𝜋/2

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)

exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) exp (−𝛾(𝜉 − 1))
)︁
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝜙
(︀
𝑘𝑏𝑇
2𝑚

)︀1/2 𝑑𝑢√
𝑢
=

= 𝑛𝑒2𝑎
2𝜋𝐼0

√︁
1

2𝑚𝑘𝑏𝑇

∞∫︀
0

2𝜋∫︀
0

𝑢 cos(𝜙)

(︃
𝜋/2∫︀
0

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) exp(−𝛾𝜉)
)︁
𝑑𝜃+

+
𝜋∫︀

𝜋/2

sin2(𝜃)𝐴
(︁
1 + 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)

exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) exp (−𝛾(𝜉 − 1))
)︁
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝜙 𝑑𝑢

(15)

Выражение (15) с учётом подстановки 𝐴 примет вид:

𝜎 = 𝑛𝑒2𝑎
2𝜋𝐼0𝑘𝑏𝑇

√︁
1

2𝑚𝑘𝑏𝑇

∞∫︀
0

𝑢 exp(𝑢−𝑢𝜇)

(1+exp(𝑢−𝑢𝜇))
2

2𝜋∫︀
0

cos(𝜙)

(︃
𝜋/2∫︀
0

sin2(𝜃) 𝑎 sin(𝜃) cos(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)×

×
(︁
1 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) exp(−𝛾𝜉)
)︁
𝑑𝜃+

+
𝜋∫︀

𝜋/2

sin2(𝜃) 𝑎 sin(𝜃) cos(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

(︁
1 + 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)

exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) exp (−𝛾(𝜉 − 1))
)︁
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝜙 𝑑𝑢

(16)

Первый интеграл в выражении (16) можно найти следующим образом:

∞∫︀
0

𝑢 exp(𝑢−𝑢𝜇)𝑑𝑢

(exp(𝑢−𝑢𝜇)+1)2
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑢− 𝑢𝜇 = 𝑧,

𝑑𝑢 = 𝑑𝑧,

𝑢 = 𝑧 + 𝑢𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

∞∫︀
0

𝑢𝜇 exp(𝑧)𝑑𝑧

(exp(𝑧)+1)2
+

∞∫︀
0

𝑧 exp(𝑧)𝑑𝑧

(exp(𝑧)+1)2
=

=
𝑢𝜇

exp(−𝑢𝜇)+1 − 𝑢−𝑢𝜇

exp(𝑢−𝑢𝜇)+1

⃒⃒⃒∞
0

+
∞∫︀
0

exp(𝑧)𝑑𝑧
exp(𝑧) −

∞∫︀
0

exp(𝑧)𝑑𝑧
exp(𝑧)+1 =

= ln
(︁

exp(𝑧)
exp(𝑧)+1

)︁⃒⃒⃒∞
0

= ln
(︁

exp(𝑢−𝑢𝜇)
exp(𝑢−𝑢𝜇)+1

)︁⃒⃒⃒∞
0

= ln(1 + exp(𝑢𝜇)).
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Исключая из выражения (16) концентрацию носителей заряда 𝑛, для локальной проводимости
получим:

𝜎 = 4𝑎𝑚𝑒2𝑘𝑏𝑇
ℎ3 ln (1 + exp(𝑢𝜇))

2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)×

×
(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾) exp(−𝛾𝜉)+

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾) exp (−𝛾(𝜉 − 1))

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙 .

(17)

Для получения интегральной проводимости 𝐺 по толщине слоя воспользуемся выражением:

𝐺 =

𝑎∫︁
0

𝜎
𝑑𝑆

𝐿
=

𝑆

𝑎𝐿

𝑎∫︁
0

𝜎𝑑𝑧,

здесь 𝐿 – длина тонкого слоя.

Тогда (17) примет вид:

𝐺 = 4𝑆𝑎𝑚𝑒2𝑘𝑏𝑇
ℎ3𝐿 ln (1 + exp(𝑢𝜇))

2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)×

×
(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾)
(1−exp(−𝛾))

𝛾 +

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾)

(exp(𝛾)−1)
𝛾

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙 .

(18)

Рассмотрим предельные случаи для слоев из металла (𝑢𝜇 ≫ 1) и полупроводника (𝑢𝜇 ≪ −1).

1. Для металлического слоя ln (1 + exp(𝑢𝜇)) ≈ 𝑢𝜇 и (18) принимает вид:

𝐺 = 4𝑆𝑎𝑚𝑒2𝑘𝑏𝑇
ℎ3𝐿 𝑢𝜇

2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾)
(1−exp(−𝛾))

𝛾 +

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾)

(exp(𝛾)−1)
𝛾

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙.

(19)

Поскольку 𝑢𝜇 = 𝜇/𝑘𝑏𝑇 = 𝑚𝑣2𝐹
⧸︀
2𝑘𝑏𝑇 , а также учитывая, что концентрация носителей заряда

𝑛 = 8𝜋
3

(︀
𝑚𝑣𝐹
ℎ

)︀3 (𝑣𝐹 – скорость Ферми) [20], для (19) получим:

𝐺 = 3
4𝜋𝑎𝜎0∆

2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾)
(1−exp(−𝛾))

𝛾 +

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾)

(exp(𝛾)−1)
𝛾

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙,

(20)

где 𝜎0 = 𝑛𝑒2𝜏/𝑚.

Выражение (20) соответствует результату, полученному в [20].

Переходя к случаю макроскопического слоя из металла (𝜅 = 0), имеем:

𝐺 =
𝑎𝜎0

1− 𝑖𝜔𝜏
. (21)

Выражение (21) соответствует классическому результату, полученному в рамках теории Друде [21].

2. В случае тонкого полупроводникового слоя 𝑢𝜇 ≪ −1. Тогда ln (1 + exp(𝑢𝜇)) ≈ exp(𝑢𝜇) и
выражение (18) можно переписать в виде:

𝐺 = 4𝑆𝑎𝑚𝑒2𝑘𝑏𝑇
ℎ3𝐿 exp(𝑢𝜇)

2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ− 𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+ 𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾)
(1−exp(−𝛾))

𝛾 +

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾)

(exp(𝛾)−1)
𝛾

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙.

(22)
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Для дальнейших расчётов в выражении (18) выделим безразмерную проводимость 𝐺*, которая
зависит от безразмерных параметров 𝑥, 𝑦, 𝜅, 𝑞1, 𝑞2 и 𝑢𝜇:

𝐺* = ln (1 + exp(𝑢𝜇))
2𝜋∫︀
0

𝜋/2∫︀
0

sin3(𝜃)cos2(𝜙)
Δ−𝑖Ω+𝑖𝜅 sin(𝜃) sin(𝜙)

(︁
2 + 𝑞1(exp(𝛾)+𝑞2)−(exp(𝛾)+𝑞1)

exp(𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(−𝛾)
(1−exp(−𝛾))

𝛾 +

+ 𝑞2(exp(−𝛾)+𝑞1)−(exp(−𝛾)+𝑞2)
exp(−𝛾)−𝑞1𝑞2 exp(𝛾)

(exp(𝛾)−1)
𝛾

)︁
𝑑𝜃𝑑𝜙.

(23)

Тогда выражение (18) примет вид:

𝐺 =
4𝑎𝑆𝑒2𝑚𝑘𝑏𝑇

ℎ3𝐿
𝐺*. (24)

3. Анализ результатов
Рассмотрим поведение модуля и аргумента безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного

параметра неоднородности электрического поля 𝜅.

Рисунок 1 – Зависимость модуля безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля 𝜅. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 2 – Δ = 0.05,

Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 3 – Δ = 0.09, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3

Рисунок 2 – Зависимость аргумента безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля 𝜅. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 2 – Δ = 0.05,

Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 3 – Δ = 0.09, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3

На рис. 1 отражено, что при относительно небольшой толщине полупроводникового слоя его
модуль безразмерной проводимости сначала увеличивается, достигая своего максимума, а затем начинает
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Рисунок 3 – Зависимость модуля безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля 𝜅. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 2 – Δ = 0.01,

Ω = 0.5, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 3 – Δ = 0.01, Ω = 0.9, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3

Рисунок 4 – Зависимость аргумента безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля 𝜅. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.01, Ω = 0.9, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 2 – Δ = 0.01,

Ω = 0.5, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 3 – Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3

Рисунок 5 – Зависимость модуля безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля 𝜅. Кривая 1 отвечает значениям: Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −3; 2 – Δ = 0.01,

Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −4; 3 – Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, 𝑢𝜇 = −5

10



Современная электродинамика, Т. 4, № 3 (17), 2025

Рисунок 6 – Зависимость аргумента безразмерной проводимости 𝐺* от безразмерного параметра неоднородности
электрического поля, когда Δ = 0.01, Ω = 0.1, 𝑞1 = 𝑞2 = 0.5, при трёх значениях 𝑢𝜇 = −3,−4 и − 5

уменьшаться. Максимум проводимости, по-видимому, наблюдается при совпадении времени свободного
пролета электронов между поверхностями слоя с периодом внешнего поля. В случае же относительно
большой толщины полупроводникового слоя его модуль безразмерной проводимости начинает сразу
уменьшаться при увеличении значения параметра неоднородности электрического поля 𝜅.

На рис. 2 можно наблюдать, что в случае разной толщины тонкого полупроводникового слоя его
аргумент безразмерной проводимости уменьшается при увеличении значения параметра неоднородности
электрического поля 𝜅.

На рис. 3 видно, что при относительно низких частотах внешнего электрического поля вариация
параметра неоднородности электрического поля 𝜅 оказывает более существенное влияние на модуль
безразмерной проводимости тонкого полупроводникового слоя, чем при относительно высоких частотах
электрического поля. Видно, что модуль безразмерной проводимости тонкого полупроводникового слоя
монотонно возрастает, а потом убывает.

На рис. 4 можно наблюдать, что в случае разной частоты внешнего электрического поля ар-
гумент безразмерной проводимости тонкого слоя уменьшается при увеличении значения параметра
неоднородности электрического поля 𝜅.

На рис. 5 видно, что для менее легированных полупроводников (более чистых) характер зависимо-
сти их модуля безразмерной проводимости от безразмерного параметра неоднородности электрического
поля 𝜅 менее выражен, чем для более легированных. Однако во всех случаях модуль безразмерной про-
водимости тонкого полупроводникового слоя уменьшается при увеличении параметра неоднородности
поля 𝜅.

На рис. 6 можно наблюдать, что аргумент безразмерной проводимости тонкого слоя не зависит
от химического потенциала.

Заключение
Таким образом, в работе получена локальная и интегральная проводимость тонкого слоя в случае

произвольного значения обезразмеренного химического потенциала. Подчеркнём еще раз, что для
макроскопического слоя из металла (𝜅 = 0) результат согласуется с теорией Друде.

Также можно сделать вывод о том, что вариация параметра неоднородности электрического поля
𝜅 оказывает существенное влияние на проводимость тонкого слоя. Учёт данного обстоятельства имеет
важное прикладное значение, в частности при расчёте электромагнитных характеристик интегральных
схем.
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