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Аннотация

В статье выполнен аналитический расчет самоиндукции тонкой цилиндрической проволоки
из немагнитного металла. Рассмотрен общий случай, когда отношение длины свободного пробега
электронов к радиусу проволоки может принимать произвольные значения. За теоретическую
основу работы принят строгий кинетический подход, базирующийся на решении кинетического
уравнения Больцмана для электронов проводимости в металле. В качестве граничных условий
использовались условия зеркально-диффузного отражения электронов от внутренней поверхности
проволоки (модель Фукса). В рамках постановки задачи высокочастотный ток возбуждается в про-
волоке однородным периодическим по времени электрическим полем без учета макроскопического
скин-эффекта. Искомый коэффициент самоиндукции вычисляется через энергию магнитного поля
и силу тока, протекающего через поперечное сечение проволоки. В результате проведенного расчета
выявлено, что самоиндукция тонкой цилиндрической проволоки из металла существенно зависит
от отношения ее радиуса к длине свободного пробега электронов, коэффициента зеркальности ее
поверхности и частоты внешнего электрического поля. Также обоснована комплексная физиче-
ская природа самоиндукции в микроскопических масштабах. Полученные результаты наглядно
демонстрируют важные кинетические и размерные особенности малых проводящих систем, которые
не проявляются в макроскопических образцах, и могут найти применение при проектировании
составных элементов современной микро- и наноэлектроники.
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Abstract
The article presents an analytical calculation of the self-induction of a thin cylindrical wire made of a

non-magnetic metal. The general case is considered, where the ratio of the mean free path of electrons to
the radius of the wire can take arbitrary values. The work is based on a rigorous kinetic approach, which
is based on solving the Boltzmann kinetic equation for conduction electrons in a metal. The boundary
conditions used are the conditions of mirror-diffuse reflection of electrons from the inner surface of the
wire (Fuchs model). Within the framework of the problem statement, a high-frequency current is excited
in the wire by a uniform time-periodic electric field without taking into account the macroscopic skin
effect. The sought-for self-inductance coefficient is calculated through the energy of the magnetic field and
the current flowing through the cross-section of the wire. As a result of the calculation, it was found that
the self-induction of a thin cylindrical metal wire significantly depends on the ratio of its radius to the
mean free path of electrons, the coefficient of reflectivity of its surface, and the frequency of the external
electric field. The complex physical nature of self-induction at microscopic scales was also substantiated.
The obtained results clearly demonstrate important kinetic and dimensional features of small conducting
systems that are not observed in macroscopic samples and can be used in the design of components for
modern micro- and nanoelectronics.
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Введение
В настоящее время не вызывает сомнений необходимость дальнейшего теоретического и экспери-

ментального изучения электромагнитных свойств малых проводящих объектов [1–5]. Так, например,
изучается высокочастотная электропроводность металлических нанослоев с учетом эффектов размер-
ного квантования и анизотропии зонной структуры проводника [1]. Большой интерес представляют
оптические, электрические и радиоэкранирующие свойства тонких пленок [2], а также влияние анизо-
тропии изоэнергетической поверхности на электропроводность тонкой проводящей пленки в продольном
магнитном поле [3]. С другой стороны, актуальной задачей, например, является исследование влияния
кинетических и квантовых волновых свойств вырожденной электронной плазмы на взаимодействие
S-волны с металлическим полупространством [4]. Важную роль для описания кинетических процессов в
тонких пленках, проволоках, в мелких металлических частицах, при описании скин-эффекта в металле
имеет анализ зеркально-диффузных граничных условий для электронов на поверхности металла с
учетом зависимости от угла падения [5].

В частности, в ряде работ отмечается широкий интерес к электромагнитным и плазмонным
свойствам систем, которые включают в себя проволоки из металла малого радиуса [6–10]. Описана
экспериментальная генерация интенсивных однопериодных поверхностных плазмон-поляритонов на
металлической проволоке, возбуждаемых электронами [6]. Получена в явном виде формула для расчета
характеристик поверхностных плазмонов металлической проволоки в терагерцевом диапазоне [7]. Пока-
зана возможность распространения и фокусировки терагерцовых поверхностных плазмон-поляритонов
в металлических проволоках [8]. Исследовано взаимодействие плазмонов в многопроволочных нановол-
новодах [9]. Экспериментально изучено резонансное рассеяния света на металлических нанопроволоках
из золота и меди в инфракрасном диапазоне, позволяющее усилить электромагнитное поле [10].

Электромагнитные свойства данных проволок определяются такими параметрами как электропро-
водность и индуктивность. Эти характеристики для проволок, имеющих радиус, который существенно
превышает длину свободного пробега электронов внутри объемного образца, могут быть определены
с использованием макроскопической электродинамики [11]. Между тем электромагнитные свойства
проволок, имеющих радиус, который сравним с длиной свободного пробега электронов Λ, значительно
отличаются от свойств «массивных» образцов [12–14].

Расчеты электрической проводимости внутри тонких цилиндрических проволоках из металла
приведены в работах [12,13]. Определение магнитной индукции внутри таких проволок обсуждалось
в работах [14, 15]. В данных работах применяется подход, основанный на решении кинетического
уравнения Больцмана, для электронов в металле. В настоящей работе применяется тот же самый
подход для расчета самоиндукции.

Постановка задачи
Рассматривается цилиндрическая проволока из немагнитного металла (относительная магнитная

проницаемость 𝜇 ≈ 1) радиуса 𝑅 и длины 𝐷 (будем считать, что 𝐷 ≫ 𝑅), к концам которой приложено
переменное электрическое напряжение частоты 𝜔. Принимается, что направление электрического поля
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совпадает с осью цилиндра. Скин-эффект не учитывается (предполагается, что 𝑅 < 𝛾 — глубины
скин-слоя).

Однородное периодическое по времени 𝑡 электрическое поле, вектор напряженности которого
E = E0 exp (−𝑖𝜔𝑡), воздействует на электроны проводимости внутри проволоки и вызывает появление
внутри нее высокочастотного тока с плотностью j.

Проведем расчет самоиндукции, обусловленной магнитным полем, которое порождается этим
током.

Расчет самоиндукции
Коэффициент самоиндукции 𝐿 может быть вычислен через энергию магнитного поля 𝑊 :

𝑊 =
𝐿𝐼2

2
=⇒ 𝐿 =

2𝑊

𝐼2
, (1)

где 𝐼 – сила тока, через поперечное сечение проволоки.

Согласно определению энергия магнитного поля 𝑊 :

𝑊 =

∫︁
𝐵2

2𝜇0
𝑑𝑉,

где 𝐵 – магнитная индукция; 𝜇0 – магнитная постоянная вакуума; 𝑑𝑉 = 2𝜋𝐷𝑅2𝛿 𝑑𝛿; 𝛿 =
𝑟⊥,𝐵

𝑅 – «безраз-
мерный радиус индукции»; 𝑟⊥,𝐵 – компонента радиус-вектора электрона в плоскости перпендикулярной
оси симметрии проволоки при определении магнитной индукции.

Тогда

𝑊 =

∫︁ 1

0

(𝐵(𝛿))
2

2𝜇0
𝑑𝑉 =

𝜋𝐷𝑅2

𝜇0

∫︁ 1

0

(𝐵(𝛿))
2
𝛿 𝑑𝛿. (2)

Выражение для магнитной индукции 𝐵 внутри проволоки, где в качестве граничного условия
использовались условия зеркально-диффузного отражения электронов (модель Фукса), получено в
работе [14]. Данное выражение можно записать в следующем виде:

𝐵 =
3𝜇0𝑛𝑒

2𝑅2𝐸𝑧

𝜋𝑣𝐹𝑚𝛿

∫︁ 𝛿

0

∫︁ 1

0

∫︁ 𝜋

0

𝜌
√︀
1− 𝜌2

𝜈

⎛⎝ (𝑞 − 1) exp
(︁

−𝜈𝜂
𝜌

)︁
1− 𝑞 exp

(︁
−𝜈𝜂0

𝜌

)︁ + 1

⎞⎠ 𝜉 𝑑𝜉 𝑑𝜌 𝑑𝛼, (3)

где

𝜉 =
𝑟⊥
𝑅

, 𝜌 =
𝑣⊥
𝑣𝐹

, 𝜈 =

(︂
1

𝜏
− 𝑖𝜔

)︂
𝑅

𝑣𝐹
,

𝜂 = 𝜉 cos𝛼+

√︁
1− 𝜉2 sin2 𝛼, 𝜂0 = 2

√︁
1− 𝜉2 sin2 𝛼.

Здесь 𝑒, 𝑚, 𝑛 – соответственно, заряд, масса и концентрация электронов; 𝐸𝑧 – составляющая
напряженности электрического поля вдоль оси симметрии проволоки; 𝑣𝐹 – скорость Ферми; 𝑞 – коэф-
фициент зеркальности поверхности; 𝑟⊥ и 𝑣⊥ – соответственно, компоненты радиус-вектора и скорости
электрона в плоскости перпендикулярной оси симметрии проволоки; 𝜏 – электронное время релаксации.

Подставив (3) в (2), получим формулу для вычисления энергии магнитного поля 𝑊 :

𝑊 =
𝜇0𝑛

2𝑒4𝑅6𝐸2
𝑧𝐷

𝑣2𝐹𝑚
2

𝐽𝑊 , (4)

где

𝐽𝑊 =
9

𝜋

∫︁ 1

0

1

𝛿

⎛⎝∫︁ 𝛿

0

∫︁ 1

0

∫︁ 𝜋

0

𝜉𝜌
√︀
1− 𝜌2

𝜈

⎛⎝ (𝑞 − 1) exp
(︁

−𝜈𝜂
𝜌

)︁
1− 𝑞 exp

(︁
−𝜈𝜂0

𝜌

)︁ + 1

⎞⎠ 𝑑𝜉 𝑑𝜌 𝑑𝛼

⎞⎠2

𝑑𝛿.
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Выражение для силы тока 𝐼 через поперечное сечение тонкой цилиндрической проволоки с
граничными условиями Фукса было получено в работе [12]:

𝐼 =
6𝑛𝑒2𝑅3𝐸𝑧

𝑣𝐹𝑚

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

∫︁ 𝜋

0

𝜉𝜌
√︀
1− 𝜌2

𝜈

⎛⎝ (𝑞 − 1) exp
(︁

−𝜈𝜂
𝜌

)︁
1− 𝑞 exp

(︁
−𝜈𝜂0

𝜌

)︁ + 1

⎞⎠ 𝑑𝜉 𝑑𝜌 𝑑𝛼.

Тогда

𝐼2 =
𝑛2𝑒4𝑅6𝐸2

𝑧

𝑣2𝐹𝑚
2

𝐽𝐼 , (5)

где

𝐽𝐼 = 36

⎛⎝∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

∫︁ 𝜋

0

𝜉𝜌
√︀

1− 𝜌2

𝜈

⎛⎝ (𝑞 − 1) exp
(︁

−𝜈𝜂
𝜌

)︁
1− 𝑞 exp

(︁
−𝜈𝜂0

𝜌

)︁ + 1

⎞⎠ 𝑑𝜉 𝑑𝜌 𝑑𝛼

⎞⎠2

.

Подставив (4) и (5) в (1), найдем искомую самоиндукцию 𝐿 внутри проволоки:

𝐿 = 2𝜇0𝐷
𝐽𝑊
𝐽𝐼

. (6)

Заметим, что самоиндукция, обусловленная магнитным полем вне проволоки, не зависит от
характера распределения тока по ее сечению и имеет логарифмическую расходимость.

В случае, когда радиус проволоки 𝑅 значительно превышает длину свободного пробега электронов
Λ (𝑅 ≫ Λ), из (6) можно получить макроскопическую асимптотику самоиндукции 𝐿𝑚, обусловленной
магнитным потоком внутри проволоки. После проведения несложных вычислений, имеем:

𝐿𝑚 =
𝜇0𝐷

8𝜋
. (7)

Анализ результатов
Для проведения анализа результатов самоиндукции тонкой цилиндрической проволоки из металла

введем новые обозначения:

𝜀 =

⃒⃒⃒⃒
𝐿𝑚 − |𝐿|

|𝐿|

⃒⃒⃒⃒
, 𝑥 =

𝑅

Λ
, 𝑦 =

𝜔𝑅

𝑣𝐹
,

где 𝜀 – относительная погрешность модуля самоиндукции 𝐿, 𝑥 – безразмерная обратная длина свободного
пробега электронов, 𝑦 – безразмерная частота внешнего электрического поля.

Пусть имеется тонкая проволока из меди, для которой средняя длина свободного пробега электро-
нов Λ при комнатной температуре составляет примерно 40 нм. Тогда значение безразмерной обратной
длины свободного пробега электронов 𝑥 = 0, 1 определяет радиус проволоки 𝑅 = 4 нм. Случай, когда
Λ ≫ 𝑅, соответствует так называемому свободно-электронному режиму. В этом случае движение
носителей заряда характеризуется отсутствием столкновений с узлами кристаллической решётки, и
самоиндукция проволоки обусловлена чисто кинетическими эффектами, связанными с рассеянием
электронов на ее поверхности. Поскольку для 𝑥 = 0, 1 классический расчет глубины проникновения
поля дает значения меньше длины свободного пробега, проволока находится в режиме аномального
скин-эффекта, что необходимо учесть при проведении соответствующих оценок: при безразмерной
частоте внешнего электрического поля 𝑦 = 0, 1 глубина скин-слоя 𝛾 = 24 нм; при 𝑦 = 3 глубина
скин-слоя 𝛾 = 8 нм. Значение безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥 = 1
(𝑅 = Λ) соответствует переходному режиму между классическим и аномальным скин-эффектами с
радиусом проволоки 𝑅 = 40 нм. В этом случае при безразмерной частоте внешнего электрического
поля 𝑦 = 0, 1 глубина скин-слоя 𝛾 = 51 нм, а при 𝑦 = 3 глубина скин-слоя 𝛾 = 30 нм. Следовательно,
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Рисунок 1 – Зависимость относительной погрешности 𝜀 модуля самоиндукции 𝐿 от коэффициента зеркальности
поверхности 𝑞 при фиксированном значении безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦 и при
различных значениях безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥: 1 - (𝑦 = 3, 𝑥 = 0, 1), 2 -

(𝑦 = 3, 𝑥 = 1, 1), 3 - (𝑦 = 3, 𝑥 = 3)

предложенная теория самоиндукции является корректной в рассматриваемом интервале выбранных
параметров и может быть использована для практического применения полученных результатов.

На рис. 1 представлены графики зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑞) модуля самоин-
дукции 𝐿 от коэффициента зеркальности поверхности 𝑞 для случая, когда все кривые построены при
одинаковом значении безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦. Безразмерная обратная
длина свободного пробега электронов 𝑥 варьируется для каждой кривой.

Характер рассеяния электронов на границе поверхности проволоки существенно влияет на его
внутреннее магнитное поле. Из рис. 1 видно, что при малых значениях коэффициента зеркальности
(𝑞 → 0) относительная погрешность 𝜀(𝑞) модуля самоиндукции 𝐿 достигает своего максимума. По
мере приближения к поверхности близкой к зеркальной (𝑞 = 1, классический результат) все кривые
приближаются к одной точке. Это означает, что кинетические эффекты не влияют на относитель-
ную погрешность 𝜀(𝑞) модуля самоиндукции 𝐿, объемное рассеяние электронов преобладает над их
поверхностным рассеянием, система «возвращается» к классическому случаю.

На рис. 2 представлены графики зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑥) модуля самоин-
дукции 𝐿 от безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥 для случая, когда все
кривые построены при одинаковом значении коэффициента зеркальности поверхности 𝑞. Безразмерная
частота внешнего электрического поля 𝑦 варьируется для каждой кривой.

Из анализа графиков на рисунке видно, что при различных значениях безразмерной частоты
внешнего электрического поля 𝑦 наибольшее отличие относительной погрешности 𝜀(𝑥) модуля самоин-
дукции 𝐿 достигается, когда длина свободного пробега электронов значительно превосходит радиус
проволоки. По мере увеличения радиуса проволоки это значение нивелируется, поскольку имеет место
макроскопическая асимптотика.

На рис. 3 представлены графики зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑥) модуля самоин-
дукции 𝐿 от безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥 для случая, когда все
кривые построены при одинаковом значении безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦.
Коэффициент зеркальности поверхности 𝑞 варьируется для каждой кривой.

Из хода кривых на рис. 3 видно, что коэффициент зеркальности поверхности 𝑞 в значительной
степени влияет на самоиндукцию. При малых значениях коэффициента зеркальности поверхности 𝑞
относительная погрешность 𝜀(𝑥) модуля самоиндукции 𝐿 сначала возрастает, достигает своего макси-
мума, а затем монотонно убывает. При некотором значении коэффициента зеркальности поверхности 𝑞
(кривые 2 и 3) зависимость качественно изменяется, а именно, зависимость относительной погрешности
𝜀(𝑥) модуля самоиндукции 𝐿 становится убывающей. С увеличением значения безразмерной обратной
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Рисунок 2 – Зависимость относительной погрешности 𝜀 модуля самоиндукции 𝐿 от безразмерной обратной
длины свободного пробега электронов 𝑥 при фиксированном значении коэффициента зеркальности поверхности
𝑞 и при различных значениях безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦: 1 - (𝑞 = 0, 01, 𝑦 = 0, 1), 2 -

(𝑞 = 0, 01, 𝑦 = 0, 5), 3 - (𝑞 = 0, 01, 𝑦 = 1, 1)

длины свободного пробега электронов 𝑥 коэффициент зеркальности поверхности 𝑞 в меньшей степени
влияет на относительную погрешность 𝜀(𝑥). Кривые в дальнейшем будут практически сливаться, когда
металлическая проволока становится макроскопической (𝑥 ≫ 1), то есть когда объемное рассеяние
электронов превалирует над их поверхностным рассеянием.

Рисунок 3 – Зависимость относительной погрешности 𝜀 модуля самоиндукции 𝐿 от безразмерной обратной длины
свободного пробега электронов 𝑥 при фиксированном значении безразмерной частоты внешнего электрического
поля 𝑦 и при различных значениях коэффициента зеркальности поверхности 𝑞: 1 - (𝑦 = 0, 1, 𝑞 = 0, 1), 2 - (𝑦 = 0, 1,

𝑞 = 0, 5), 3 - (𝑦 = 0, 1, 𝑞 = 0, 9)

Исходя из рис. 2 и рис. 3, можно установить, что классическая макроскопическая электродинамика
вносит существенную погрешность в определение коэффициента самоиндукции, когда радиус проволоки
сравним с длиной свободного пробега электронов (безразмерная обратная длина свободного пробега
электронов 𝑥 ≤ 1). Это доказывает необходимость обязательного учета кинетических эффектов при
расчете электромагнитных параметров малых проводящих объектов.
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На рис. 4 представлены графики зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑦) модуля самоин-
дукции 𝐿 от безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦 для случая, когда все кривые
построены при одинаковом значении коэффициента зеркальности поверхности 𝑞. Безразмерная обратная
длина свободного пробега электронов 𝑥 варьируется для каждой кривой.

На рис. 5 представлены графики зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑦) модуля самоин-
дукции 𝐿 от безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦 для случая, когда все кривые
построены при одинаковом значении безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥.
Коэффициент зеркальности поверхности 𝑞 варьируется для каждой кривой.

Рисунок 4 – Зависимость относительной погрешности 𝜀 модуля самоиндукции 𝐿 от безразмерной частоты
внешнего электрического поля 𝑦 при фиксированном значении коэффициента зеркальности поверхности 𝑞 и при
различных значениях безразмерной обратной длины свободного пробега электронов 𝑥: 1 - (𝑞 = 0, 5, 𝑥 = 0, 1), 2 -

(𝑞 = 0, 5, 𝑥 = 0, 5), 3 - (𝑞 = 0, 5, 𝑥 = 1, 1)

Из рис. 4 и рис. 5 видно, что данные зависимости относительной погрешности 𝜀(𝑦) модуля само-
индукции 𝐿 от безразмерной частоты внешнего электрического поля 𝑦 носят сложный осциллирующий
характер. Это означает, что на относительную погрешность 𝜀(𝑦) модуля самоиндукции 𝐿 значительно
влияют безразмерная обратная длина свободного пробега электронов 𝑥 и коэффициент зеркальности
поверхности 𝑞. Следует отметить, что также имеют место осцилляции и модуля самоиндукции 𝐿 прово-
локи при заданных параметрах. Данные осцилляции возникают, когда период изменения электрического
поля становится соизмерим со временем движения электрона между диаметрально противоположными
участками проволоки. Когда эти времена синхронизируются, возникает высокочастотный резонанс.
Поле успевает изменить свое направление ровно в тот момент, когда группа электронов отражается от
поверхности, что приводит к немонотонному изменению плотности тока и, как следствие, самоиндукции.

Таким образом, такой нетривиальный характер поведения кривых по мере увеличения без-
размерной частоты внешнего электрического поля 𝑦 связан с проявлением резонансных эффектов,
наблюдаемых при отражении электронов от поверхности проволоки.

Заключение
Из приведенных выше расчетов следует, что коэффициент самоиндукции для тонких металличе-

ских проволок с учетом влияния кинетических эффектов зависит от отношения радиуса проволоки к
длине свободного пробега электронов, коэффициента зеркальности ее поверхности и частоты электри-
ческого поля.

Кроме того, физическая природа коэффициента самоиндукции имеет комплексный характер.
Ее мнимая часть описывает дополнительные диссипативные потери энергии магнитного поля, обосно-
ванные поверхностным рассеянием электронов от поверхности, что принципиально отличает микро- и
наноразмерные объекты от макроскопических.

Предложенные результаты аналитического расчета самоиндукции тонкой цилиндрической прово-
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Рисунок 5 – Зависимость относительной погрешности 𝜀 модуля самоиндукции 𝐿 от безразмерной частоты
внешнего электрического поля 𝑦 при фиксированном значении безразмерной обратной длины свободного пробега
электронов 𝑥 и при различных значениях коэффициента зеркальности поверхности 𝑞: 1 - (𝑥 = 0, 1, 𝑞 = 0, 1), 2 -

(𝑥 = 0, 1, 𝑞 = 0, 5), 3 - (𝑥 = 0, 1, 𝑞 = 0, 9)

локи из металла имеют прямое прикладное значение для проектирования и оптимизации элементной
базы современной микро- и наноэлектроники.

Например, при помощи предложенной математической модели можно с высокой точностью рас-
считать так называемую «паразитную индуктивность», предотвращая задержки сигналов и обеспечивая
целостность данных в современных полупроводниковых приборах и элементах интегральных схем,
основой которых являются тонкие проводящие проводники.

Обнаруженный осциллирующий характер самоиндукции открывает возможности для более
точной настройки резонансных частот в наноразмерных плазмонных волноводах и антеннах на базе
металлических нитей, что критически важно при создании устройств связи и систем терагерцовой
спектроскопии.

Учет точных значений самоиндукции для определенных металлических нанонитей позволяет с
высокой достоверностью спрогнозировать диэлектрическую и магнитную проницаемость композитных
пленок, которые используются для поглощения или перенаправления электромагнитного излучения.

Таким образом, проведенный расчет позволяет выявить целый ряд значимых особенностей
коэффициента самоиндукции для тонких цилиндрических проволок из металла, которые не характерны
для макроскопических проволок.
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